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O presente documento procura evidenciar o conceito de retroanálise e as suas potencialidades, quando
associadas ao cálculo de parâmetros geotécnicos de maciços rochosos. É abordada a importância da
determinação do estado de tensão inicial e de parâmetros associados à deformabilidade de um maciço
rochoso.
Apresenta-se a forma como se estrutura um programa de retroanálise baseado na formulação directa,
expondo a teoria matemática associada a este assunto, sendo especialmente focados os métodos de
minimização.
Com o intuito de validar e demonstrar a potencialidade do recurso a metodologias de retroanálise,
são definidos dois problemas de identificação de parâmetros. O primeiro, mais simples, regido por
um comportamento elástico linear e outro, mais complexo, com comportamento elástico perfeitamente
plástico e critério de rotura de Mohr-Coulomb. Para resolver esses problemas, desenvolve-se um
programa de retroanálise recorrendo ao software MATLAB R2010a, tendo-se usufruido das rotinas de
minimização pré-programadas.
No primeiro problema identifica-se o módulo de deformabilidade e a tensão horizontal in situ.
Aplicam-se três métodos de minimização para resolver o problema, baseados no método de
Nelder-Mead, no método de direcção de descida e nos algoritmos genéticos. Distinguem-se as
características e a adequabilidade de cada método na resolução do problema de retroanálise.
No segundo problema, baseado no método de convergência-confinamento, identifica-se o módulo de
deformabilidade, a tensão horizontal in situ, o angulo de atrito e a coesão efectiva. Para este caso
utilizou-se o método dos algoritmos genéticos, devido à natureza não linear do modelo matemático
definido.
PALAVRAS-CHAVE





This document presents the back analysis concept and its potentialities, when related to the calculation
of geotechnical parameters of rock masses. In the scope of underground works, an approach about the
importance of the determination of in situ stresses and deformability parameters is made.
It is presented how a back analysis program, based on direct method, its structured, exposing the
mathematical theory behind this subject and specially focusing in the minimization methods.
With the objective to evaluate and demonstrate the potentialities of back analysis approaches, two
identification problems are defined. The first one, more simple and modeled with an elastic linear
behavior and another, more complex, modeled by an elastic perfectly plastic Morh-Coulomb failure
criterion. To solve these problems, a back analysis program is developed using MATLAB R2010a
software, exploiting its pre-programed minimization routines.
In the first problem, the parameters to identify are the Young module and the in situ horizontal stress. To
solve this problem, three minimization methods were applied, based in Nelder-Mead method, in steepest
descent methods, and in genetic algorithms. The suitability and characteristics of each minimization
method is studied, based on their results.
In the second problem, based on convergence-confinement method, four parameters are identified:
the elastic Young modulus, in situ horizontal stress, the friction angle and the cohesion. The genetic
algorithm method was used to solve this problem, given to the nonlinear nature of the mathematical
model defined.
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A grande maioria dos problemas de engenharia geotécnica possui duas abordagens possíveis. A primeira,
e a mais utilizada, consiste em definir as características mecânicas do material in-situ (solo ou rocha)
para um determinado espaço temporal, nomeadamente para o período prévio à obra, considerando-se
que não existirão alterações significativas dos parâmetros inicialmente definidos [16]. Contudo, e
considerando que o material geotécnico em estudo corresponde a um maciço rochoso, a caracterização
das propriedades mecânicas pode ser uma tarefa de elevada dificuldade devido à natureza heterogénea,
característica deste tipo de materiais. Neste sentido, a realização de ensaios laboratoriais tem limitações,
pois seria necessário colher e ensaiar amostras de grandes dimensões para serem representativas do
maciço em estudo. Além disso, a existência de descontinuidades obriga a que sejam realizados ensaios in
situ, que são mais demorados e mais dispendiosos que os laboratoriais [14] e, para se ter uma amostragem
representativa à escala das obras, seria necessário realizar um significativo número de ensaios in situ
[32]. Esta abordagem dificulta a tarefa do projectista que procurará combater as incertezas em relação
à qualidade do maciço com uma solução excessivamente conservativa, que poderá ser economicamente
inviável ou, por outro lado, procurará basear-se em resultados de outras obras semelhantes e definir
soluções comprometedoras da segurança [16].
Terzaghi introduziu uma abordagem alternativa para os problemas de caracterização das rochas e solos
para projectos de barragens ou grandes obras geotécnicas. Essa metodologia, de cariz observacional,
requer um programa de medições das principais respostas da estrutura geotécnica com vista ao estudo
das características mecânicas do maciço. As medições realizadas são comparadas com as calculadas
em projecto e, caso as diferenças entre as duas não sejam desprezáveis, devem-se alterar os parâmetros
mecânicos do material em estudo, adoptados inicialmente no projecto, de forma a reduzir a diferença
entre as medições calculadas e observadas a um valor mínimo aceitável. Esta metodologia foi aplicada
com sucesso, durante anos, na construção de túneis em que o suporte final é instalado após a aplicação do
suporte provisório, pois este que fornece informação necessária para dimensionar o suporte final [34]. A
observação de estruturas permite também a validação e calibração de modelos geotécnicos. Conhecer a
resposta de uma estrutura geotécnica permite compreender quais os modelos que melhor definem o tipo
de comportamento dessa estrutura [28].
Para a aplicação desta segunda metodologia de projecto é necessário escolher uma metodologia para
estimar as propriedades mecânicas dos materiais em estudo, com base nas observações realizadas, sendo
essa metodologia definida como retroanálise ("back analysis") que pode ser descrita como uma estimativa
dos parâmetros do solo ou rocha que se pretendem identificar que, quando introduzidos no modelo
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matemático do problema, conduzem a resultados coerentes com os valores obtidos da observação.
Utilizando dados observados para estimar parâmetros geotécnicos, tem-se em conta a escala real do
maciço rochoso, ou terroso, o que está fora das possibilidades dos restantes métodos de determinação de
parâmetros [22].
Dadas as potencialidades da aplicação de metodologias de retroanálise no âmbito da geotecnia,
procurou-se com este trabalho desenvolver esse tema.
1.2 Objectivos
Com esta dissertação procura-se apresentar simplificadamente os conceitos base da metodologia de
retroanálise, assim como demonstrar a sua aplicação a problemas geotécnicos, nomeadamente obras
subterrâneas, com recurso a ferramentas de cálculo automático.
O objectivo fundamental passa por desenvolver um programa de retroanálise baseado na formulação
directa, com recurso ao software MATLAB R2010a, tendo sido utilizadas rotinas de minimização
incluídas na "optimization toolbox" do programa.
Com o programa desenvolvido, pretende-se resolver dois problemas de identificação de parâmetros na
área das estruturas subterrâneas, recorrendo ainda ao programa FLAC 5.0 para a modelação numérica
das estruturas geotécnicas, analisando e discutindo os resultados obtidos e os métodos de minimização
aplicados. Para o primeiro problema pretende-se definir um modelo matemático simples, de forma a que
o programa de retroanálise o resolva rapidamente, permitindo assim realizar vários cálculos, utilizando
diferentes métodos de minimização. Para o segundo problema propõe-se a resolução de um caso mais
complexo, de forma a avaliar as verdadeiras capacidades do programa de retroanálise.
1.3 Estrutura da dissertação
Este documento está dividido em seis capítulos:
O presente capítulo divulga o porquê do estudo do tema escolhido, assim como os objectivos a atingir
neste trabalho.
No segundo capítulo expõe-se a teoria necessária à compreensão, em termos geotécnicos, dos problemas
que serão analisados e as ferramentas para a comparação e validação dos modelos matemáticos definidos
para esses problemas. Para tal, aprofundaram-se as soluções analíticas de Kirsch e do método da
convergência-confinamento.
No terceiro capítulo apresenta-se a base matemática à resolução de um problema de retroanálise do tipo
directo, assim como a explicação da interacção entre todos os módulos que constituem o programa de
retroanálise desenvolvido. São abordadas as bases teóricas em que se apoiam os métodos de minimização
adoptados para o presente trabalho, nomeadamente, o método de Nelder-Mead, o método de direcção de
descida e o algoritmo genético.
No quarto capítulo apresenta-se um problema relativo à escavação de um túnel num maciço rochoso,
com comportamento elástico, definido com o propósito de testar o programa de retroanálise elaborado e
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validar os seus resultados. São testados três métodos de minimização diferentes de forma a compreender
as vantagens e desvantagens de cada um.
No quinto capítulo procura-se resolver um problema mais complexo, em que o maciço rochoso é
caracterizado por um comportamento elastoplástico, sendo necessário aplicação de suporte para restringir
os deslocamentos. Procura-se com este problema validar o programa de retroanálise para casos em que
exista plastificação do maciço envolvente ao túnel.




Estruturas subterrâneas em maciços
rochosos
2.1 Generalidades
No contexto da mecânica das rochas é fundamental perceber como se processam as variações de
tensões nos maciços em estudo. O estado de tensão instalado inicialmente num maciço rochoso pode
mudar drasticamente devido a alterações provocadas por intervenções externas, como por exemplo
uma escavação. No caso do dimensionamento de estruturas subterrâneas, as solicitações a que estão
sujeitas dependem de factores intrínsecos à natureza do meio em que são construídas, contrariamente à
generalidade das estruturas, em que as solicitações dependem maioritariamente da sua própria geometria.
Por exemplo, a abertura de um túnel num maciço rochoso provoca uma redistribuição de tensões na zona
de abertura, que, no caso da análise de tensões iniciais ser mal avaliada, pode conduzir à rotura [17].
O estado de tensão in situ é geralmente definido pelas magnitudes e orientações segundo três direcções
principais, assumindo duas componentes horizontais e uma vertical. Da mecânica clássica é possível
demonstrar que a variação da tensão vertical de um material homogéneo e isotrópico em profundidade é
traduzida pela equação 2.1, sendo o eixo z normal à superfície (considerando esta como horizontal):
σV (z) = γz (2.1)
em σV corresponde à tensão vertical a uma profundidade z e γ corresponde ao peso volúmico do material
em análise.
Apesar da grande influência que o peso próprio do maciço tem nas tensões verticais in situ, a evolução
destas, em profundidade, não é completamente satisfeita pela equação 2.1. Tal facto deve-se ao estado
de tensão inicial ser alterado pela história geológica do maciço, através de processos como alterações
de temperatura, alterações químicas, precipitação, geração de falhas, entre outros [5]. A existência de
estruturas sobrejacententes (edifícios, barragens, etc) também altera a redistribuição das tensões na zona
superficial dos maciços. Contudo considera-se que, na generalidade dos casos, aquela expressão confere
uma estimativa aceitável para o cálculo das tensões verticais instaladas em maciços rochosos.
A estimativa de tensão horizontal é uma tarefa de maior dificuldade. A tensão horizontal que se
instala no terreno é gerada maioritariamente devido a fenómenos de movimentos de placas tectónicas
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e movimentos verticais de áreas menos densas da rocha mãe [4]. A tensão horizontal instalada in situ a
uma profundidade z é descrita pela expressão 2.2:
σH = K0σV (z) (2.2)
em que σH é a tensão segundo uma direcção horizontal e K0 corresponde à relação entre a tensão
horizontal, segundo essa direcção, e a vertical instalada in situ.
Para a estimativa do valor de K0 é necessário recorrer a ensaios in situ.
Considera-se que esta solução, baseada em teorias da mecânica clássica, é suficiente para estudar os
problemas expostos neste documento. Casos em que as direcções principais do estado de tensão inicial
não correspondem ao plano horizontal e vertical não são abordadas.
Para a análise de uma estrutura subterrânea é necessário estimar ainda o nível de deformações que
a estrutura construída provoca no maciço rochoso. A magnitude das deformações está directamente
relacionada com a das tensões [17]. A análise das relações entre as solicitações aplicadas e as
deformações que delas resultam tem importância fundamental na mecânica das rochas, apesar de, em
regra geral, a grandeza da deformabilidade não ser elevada quando comparada com outros materiais,
como é o caso dos solos [32].
Apesar de, em regra, a actividade crítica na abertura de túneis em maciços rochosos corresponder à
escavação [26], apresentam-se neste documento algumas preocupações relativas à instalação do suporte,
para casos em que o maciço rochoso se encontra muito alterado, podendo, no limite, considerar-se um
maciço terroso. Nesses casos, o dimensionamento do túnel envolve a determinação de um sistema de
suporte que impeça o colapso do terreno envolvente à abertura assim como limitar a convergência da
mesma a um nível aceitável.
Os métodos construtivos utilizados na construção de túneis podem ser divididos em dois grandes grupos,
designados de métodos de escavação com suporte diferido e métodos de escavação com escudo. Neste
capítulo aborda-se apenas a técnica de escavação com suporte diferido, sendo apresentado o conceito do
método de convergência-confinamento ([1], [5], [27], [33] e [35]).
Posteriormente, e com o intuito de validar os modelos matemáticos desenvolvidos e apresentados nos
capítulos 4 e 5, estudam-se duas soluções analíticas de túneis circulares: a solução analítica de Kirsch
para modelos elástico lineares e uma solução analítica para o cálculo da curva característica do terreno,
quando modelado pelo critério de Mohr-Coulomb.
2.2 Métodos de escavação com suporte diferido
O método de escavação com suporte diferido corresponde a uma técnica construtiva em que o suporte
é aplicado com algum atraso em relação à escavação, tirando algum partido da capacidade autoportante
do maciço. Esta técnica é comumente denominado de NATM, Novo Método Austríaco de Construção de
Tuneis (New Austrian Tunnelling Method, na linguagem anglo-saxónica) [27]. A estabilidade da secção
transversal do túnel em estudo depende, na maioria dos casos, do comprimento do troço e do intervalo
de tempo entre a escavação e o fecho completo do anel, junto à soleira.
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Para a determinação do sistema de suporte é necessário primeiro compreender o conceito de curva
característica do terreno. Conceptualmente, pode ser definida como uma relação constitutiva de um
material, relacionando tensões e deformações. A solicitação considerada para definir os deslocamentos
corresponde a uma simulação da escavação de um túnel, ou seja, ao aumento da tensão de corte na
envolvente à fronteira deste. Para simular a escavação de um túnel e definir a curva característica,
recorre-se ao conceito de pressões internas fictícias (pi) aplicadas na parede do túnel. Numa fase
inicial, prévia à escavação, considera-se que essas pressões fictícias correspondem ao valor das tensões
instaladas in-situ, não havendo deslocamentos nas fronteiras do túnel. À medida que a escavação vai
avançado, considera-se um alívio das pressões fictícias até ao total anulamento destas, determinando os
deslocamentos radiais correspondentes a essas pressões. Em termos físicos, o anulamento corresponde a
uma distância suficientemente grande à frente de escavação, deixando de sentir-se a influência desta na
secção transversal em estudo.
Na figura 2.1 apresentam-se três curvas características diferentes, uma curva para um material que tem
um comportamento elástico linear e duas curvas para materiais com comportamento elasto-plástico, um
estável e outro instável.
Figura 2.1: Curvas características de três tipos de rochas diferentes (adaptado de [17])
Pode observar-se na figura 2.1 que, para os tipos de rochas apresentados, apenas na curva caracterizada
como instável é necessário aplicar um sistema de suporte para que não ocorra colapso. Nos outros dois
tipos de rochas, a aplicação de um sistema de suporte tem a única função de limitar os deslocamentos da
abertura.
O método de convergência-confinamento foi especialmente desenvolvido para o dimensionamento de
sistemas de suporte para escavações subterrâneas em que se recorre à técnica NATM. O problema
de estimação de suporte necessário para estabilizar o túnel escavado é essencialmente um problema
de quatro dimensões: a redistribuição tridimensional das forças na envolvente de escavação, assim
como os deslocamentos ocorridos ao longo do tempo [35]. No presente documento apenas se estuda
a problemática da redistribuição tridimensional, sendo o factor tempo desprezado para o estudo deste
método.
Para uma melhor compreensão dos conceitos que se vão expor, observe-se a figura 2.2, relacionando a
influência que o avanço longitudinal de uma escavação tem na análise de tensões-deformação de uma
secção transversal.
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(a) Escavação de um túnel através de uma metodologia do tipo NATM
(b) Curva característica do terreno e curva de reacção do suporte
Figura 2.2: Relação entre a convergência longitudinal de um túnel e a curva característica do terreno (adaptado de
[17])
A figura 2.2(a) indica a secção transversal em estudo através do corte X-X. No passo 1 essa secção ainda
não está escavada, estando suficientemente afastada da frente de escavação para que se possa considerar
que as pressões fictícias (pi), aplicadas na secção X-X, tenham o mesmo valor que o estado de tensão
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inicial (po), sendo dessa forma os deslocamentos da secção nulos, como se pode verificar pela figura
2.2(b).
À medida que se realiza a escavação, as pressões fictícias consideradas, devido ao efeito estabilizador
da frente do túnel, são reduzidas, provocando um aumento da convergência do túnel, correspondendo na
figura 2.2(a) ao passo 2. Neste exemplo, os deslocamentos da secção do túnel não são todos iguais, sendo
apresentados na figura 2.2(b) os deslocamentos de um ponto do tecto e de um ponto na parede do túnel.
Nesta fase, os deslocamentos ocorridos na secção correspondem ao B e C.
O passo 3 corresponde à aplicação do suporte na zona da secção em estudo, sendo que nesta fase a
frente de escavação não avança, não ocorrendo deslocamentos. Desta forma, o suporte instalado não está
solicitado, sendo representado na figura 2.2(b) pelo ponto D.
Após a fase de instalação do sistema de suporte segue-se uma nova fase de escavação, existindo uma
nova redistribuição das tensões na secção X-X devido à diminuição do efeito estabilizador da frente de
escavação. Durante a escavação, uma parte dos esforços gerados pelo aumento das tensões de corte é
absorvido pela envolvente do túnel e outra parte pelo suporte instalado até que se atinja o equilíbrio e
não ocorram mais deslocamentos. Na figura 2.2(b) esse equilíbrio corresponde aos pontos E e F, para as
paredes e tecto do túnel, respectivamente. A linha DEF é geralmente denominada de curva de reacção do
suporte.
Observando as curvas características do tecto e das paredes, verifica-se que para este exemplo
seria imprescindível colocar um sistema de suporte. Apesar das paredes do túnel estabilizarem sem
necessidade de aplicar suporte (ponto G), caso este não seja realizado ocorrerá o colapso do tecto do
túnel pois este não atinge o equilíbrio sem a estrutura de suporte.
Da análise da figura 2.2 pode concluir-se que as características resistentes dos maciços em que são
realizadas as escavações subterrâneas podem ser aproveitadas para se chegar a soluções construtivas
economicamente viáveis. Desta forma não são necessários sistemas de suporte tão resistentes quanto os
que seriam necessários para estabilizar a escavação numa fase mais inicial.
A figura 2.3 apresenta diferentes soluções de suporte para uma determinada curva característica de um
terreno. Na figura referida apresentam-se 3 suportes com rigidez diferente, todos aplicados à mesma
distância à frente de escavação. Verifica-se que o suporte mais deformável não permite a estabilização
da abertura, ocorrendo colapso. Suportes de maior deformabilidade necessitam de ser aplicados com
menores avanços sequenciais da frente de escavação. É necessário considerar também a tensão de
cedência do sistema de suporte. Na mesma figura apresenta-se um exemplo em que o suporte é solicitado
até ao seu limite antes de se atingir o equilíbrio da abertura. No caso da estrutura de suporte mais rígida, e
com tensão de cedência superior às solicitações a que está sujeita, atinge-se o equilíbrio entre a estrutura e
as paredes da abertura. Sistemas de suporte mais rígidos permitem que ocorram menores deslocamentos
e, por isso, podem ser aplicados com atrasos superiores à frente de escavação, comparativamente com
suportes menos rígidos.
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Figura 2.3: Curvas de reacção de três suportes diferentes(adaptado de [17])
Exposto o método de convergência-confinamento, é possível perceber as suas potencialidades. O método
permite a análise de deformações do terreno e dimensionamento de sistemas de suporte em escavações
subterrâneas, considerando o efeito da frente de escavação na análise de uma secção transversal à
escavação do túnel, sem que seja necessário realizar uma análise 3D.
2.3 Soluções analíticas
Existem duas boas razões para o estudo do estado de tensão e de deformação de estruturas subterrâneas
de secção circular: trata-se de uma forma comum e com tendência para se generalizar devido à crescente
utilização de máquinas de perfuração e por ser possível encontrar soluções analíticas e numéricas que
permitem o estudo dos fenómenos inerentes às estruturas subterrâneas. Também importa referir que as
formas mais correntes utilizadas nas secções dos tuneis têm um comportamento próximo das secções
circulares, podendo as soluções conhecidas para este tipo de secções serem aplicadas na prática [31].
De seguida procede-se à apresentação da solução analítica Kirsch, apresentada na obra de Rocha [31],
para descrever o comportamento de um maciço rochoso com comportamento elástico na envolvente de
um túnel circular. Posteriormente, na secção 2.3.2 apresenta-se uma solução analítica relativa ao método
de convergência-confinamento.
2.3.1 Solução analítica de Kirsch
Considere-se que o maciço em que é escavado o túnel se comporta como um meio contínuo e que tem
um comportamento elástico linear caracterizado por um módulo de deformabilidade E e um coeficiente
de Poisson ν. Admita-se ainda que o estado de tensão é homogéneo na zona de estudo do túnel circular.
Estas hipóteses representam bem a realidade para os casos em que os túneis são escavados em maciços
rochosos com boas características mecânicas a grandes profundidades, não se fazendo sentir diferenças
significativas de tensão em profundidade.
As soluções de Kirsch foram definidas considerando a simplificação de estado plano de deformação,
isto é, as deformações segundo o eixo perpendicular ao plano em estudo são nulas (εz = 0). Para tal,
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é necessário que a secção do túnel em estudo esteja suficientemente afastada da frente de escavação,
de forma a que se possa considerar que o efeito de suporte da frente de escavação não influencia a
distribuição de tensões segundo o plano perpendicular ao eixo do túnel.
Na figura 2.4 apresenta-se o esquema representativo de uma secção perpendicular ao eixo do túnel com
dimensões suficientemente elevadas em relação ao diâmetro deste para que as tensões no seu contorno
não sejam influenciadas pela abertura do túnel. Nas fronteiras da placa é aplicado um carregamento
correspondente ao estado de tensão inicial. Relativamente ao esquema refere-se que σr, σθ e τθr
correspondem aos parâmetros que definem o estado de tensão em coordenadas polares num ponto a uma
distância r do eixo do túnel de raio a. σH , σV e σz correspondem aos carregamentos nas fronteiras que
definem o estado de tensão inicial. Por último, p é o valor das pressões que actuam na parede do túnel,
geralmente relativas a suportes aplicados na abertura. Para este caso consideraram-se essas pressões
como nulas.
Figura 2.4: Esquema representativo do modelo de cálculo da escavação circular ([31])
A distribuição de tensões na placa quando não actuam pressões nas paredes da abertura (p = 0), são




















































































Na figura 2.5 apresentam-se as distribuições de tensões para valores de K0=0;12 ;1 e 2.
Figura 2.5: Evolução das tensões em torno da cavidade circular para diferentes valores de K0 ([31])
Da análise da figura verifica-se que K0 influencia a tensão de corte junto à parede do túnel, assim como
a forma como as tensões radiais e angular variam com o afastamento ao túnel. Considerando a direcção
vertical, quanto maior for K0, maior é o valor da tensão angular junto à parede do túnel, logo também
é maior a tensão de corte. No plano horizontal verifica-se o inverso ao referido, ou seja, a diminuição
de K0 aumenta a tensão angular. A tensão radial é sempre nula junto à fronteira do túnel, sendo que o
valor de K0 apenas afecta a forma da curva da tensão radial. Para um caso teórico em que K0 seja nulo,
a tensão radial varia pouco. Repare-se ainda que a evolução das tensões apenas é igual, em qualquer
direcção angular, no caso em que K0 é 1.
Como se considera o problema em estado plano de deformação, a condição εz = 0 implica que se
desenvolvam tensões segundo σz:
σz = ν(σr + σθ) (2.9)





(1− ν2)σr − ν(1 + ν)σθ
]
(2.10)
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Esta expressão permite conhecer o valor do deslocamento radial correspondente à aplicação das cargas
σH e σV ao maciço já com a abertura. Para o cálculo dos deslocamentos apenas relativos à execução
do túnel é necessário calcular os deslocamentos devido a σH e σV no maciço sem abertura. Esses
deslocamentos iniciais (u0) podem ser obtidos a partir da expressão anterior (equação 2.13) anulando
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] (2.14)






































De seguida apresenta-se na figura 2.6 os deslocamentos para os seguintes valores de K0: 0;12 ;1 e 2.
Como seria de esperar, a análise da figura permite verificar quanto maior o valor de K0, maiores serão os
deslocamentos radiais segundo o eixo x e menores segundo o eixo y. Para valores de K0 inferiores a 0.5,
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os deslocamentos radiais segundo a direcção radial na parede do túnel são negativos, ou seja, ocorre um
alargamento do túnel segundo essa direcção (nesta figura consideram-se deslocamentos positivos quando
ocorrem no sentido do exterior para o interior do túnel).
Estão assim apresentadas as expressões que permitem o cálculo da distribuição de tensões e
deslocamentos no maciço onde está inserido o túnel. Essas expressões serão utilizadas para a validação
do modelo matemático do capítulo 4.
Figura 2.6: Evolução dos deslocamentos em torno da cavidade circular para diferentes valores de K0 ([31])
2.3.2 Método de convergência-confinamento
Nesta secção procura-se expor uma solução analítica do método de convergência-confinamento, baseada
em [1] e [27]. Considera-se o meio em estudo como meio infinito, homogéneo e isotrópico, em que o
estado de tensão é uniforme e hidrostático e onde se pretende construir um túnel circular com sistema
de suporte. O sistema de suporte também é considerado como homogéneo e isotrópico com a forma de
anel circular. O critério de rotura para representar o comportamento do maciço rochoso corresponde ao
de Mohr-Coulomb.
É necessário definir três curvas para aplicar uma solução analítica do método de
convergência-confinamento [7]:
• curva característica do terreno
• perfil longitudinal de deformação
• curva característica do suporte
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A curva característica do terreno relaciona o deslocamento radial com uma pressão fictícia interna
(ur(pi)).
O perfil longitudinal de deformação corresponde, simplificadamente, a uma análise tensão-deformação
que se realiza segundo o eixo do túnel. Avalia-se nessa curva a relação entre o deslocamento radial do
túnel e a distância à frente de escavação. Essa função é geralmente descrita em termos de deslocamento
radial, de uma determinada distância à frente de escavação, sobre o deslocamento radial máximo, sendo
denominada de coeficiente de desconfinamento (λ(x)), em que x é a distância à frente de escavação.
A curva característica do suporte corresponde, similarmente às curvas referidas anteriormente, aos
deslocamentos que o suporte sofre à medida que é solicitado.
Para modelar o efeito estabilizador da frente de escavação no modelo de duas dimensões de uma secção
transversal do túnel, são aplicadas pressões fictícias nas paredes, calculadas a partir da expressão 2.16:
pi = (1− λ)σ0 (2.16)
em que σ0 corresponde ao estado de tensão inicial e λ é o coeficiente de desconfinamento para a secção
em estudo.
Observando-se a figura 2.7, pode verificar-se que λ varia entre 0 e 1. Quando a secção em estudo ainda se
encontra por escavar, e suficientemente afastada da frente de escavação, λ toma valor nulo, sendo o valor
das pressões fictícias equivalentes às tensões instaladas in situ. No caso em que a frente de escavação está
suficientemente afastada da secção transversal em estudo, o coeficiente de desconfinamento corresponde
a 1, ou seja, a frente de escavação não tem influência na secção transversal. Entre estes dois extremos o
valor de λ aumenta com a distância à frente de escavação, sendo que a função λ(x) não é linear.
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2. CONVERGENCE/CONFINEMENT – MANUEL THEORIQUE 
2.1 Introduction 
 
Le calcul Convergence - Confinement a pour but principal d'étudier le comportement d'un ouvrage 
souterrain et de dimensionner en première approche son soutènement ou son revêtement. Il 
correspond à la méthode du même nom développée par M. PANET dans son ouvrage "Le calcul 
des tunnels par la méthode Convergence - Confinement" (Presses de l'ENPC, 1995) (ref [3]) et 
reprise dans les recommandations de l’AFTES "Emploi de la méthode Convergence - 
Confinement, GT N°7" (14/11/2001) (ref[1]). 
 
La modélisation d'un tunnel doit prendre en compte deux éléments essentiels :  
 Il s'agit d'un problème tridimensionnel en raison de la présence du front de taille, 
 Il s'agit d'un problème d'interaction pour lequel le couplage entre le terrain et les structures de 
soutènement est important. 
 
La méthod  convergenc  confi ement permet de se ramener à un calcul bidim n ionnel n 
déformation plane dans un plan perpendiculaire à l'axe du tunnel, en supposant que tout se passe 
comme si la convergen e était due à la diminution d'une pression de soutènement fictive avec 
l'éloignement du front de taille. 
 
Figure 1 : La méthode Convergence – Confinement 
Figura 2.7: Variação do valor do coeficiente de desconfinamento (adaptado de [1])
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A aplicação do método de convergência-confinamento consiste nas seguintes etapas [27]:
1. determinação de pi através da expressão 2.16;
2. cálculo de u0 - valor do deslocamento radial do túnel não revestido a uma distância x da frente de
escavação, correspondente à posição em que é colocado o sistema de suporte. Este deslocamento é
determinado a partir da curva característica do maciço, bastando calcular o valor de deslocamento
radial correspondente à pressão fictícia pi.
3. definição da curva de reacção do suporte sobre a curva característica do terreno;
4. cálculo da tensão e convergência em que se atinge o equilíbrio (σeq e ueq respectivamente), sendo
o valor de σeq correspondente à tensão que fica aplicada no suporte.
Para a realização dos passos anteriores é necessário definir inicialmente a função de λ(x) e ur(pi) e a
curva de reacção do suporte. Existem expressões analíticas na bibliografia para o cálculo da função λ(x)
e da curva de reacção de suporte para diferentes tipos de suporte, contudo não é objectivo deste trabalho
aprofundar essa problemática.
Apresenta-se de seguida uma solução analítica para o cálculo da função ur(pi), considerando que o
critério de rotura do maciço rochoso pode ser traduzido pelo critério de Mohr-Coulomb.
O critério de rotura de Mohr-Coulomb, em termos de tensões efectivas, é traduzido por:
σ′1 = σc +Kpσ
′
3 (2.17)








Nas expressões anteriores, σ′1 corresponde ao valor de tensão axial na rotura, σ
′
3 é a tensão de
confinamento, c′ é a coesão do maciço e φ o ângulo de resistência ao corte do maciço.
Nas condições do problema, definidas anteriormente, quando a pressão fictícia é inferior à pressão crítica






A título de exemplo, apresenta-se na figura 2.8 uma curva característica, para se melhor compreender as
expressões apresentadas de seguida.
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em que a corresponde ao raio do túnel.
A taxa de desconfinamento, λe, o valor de deslocamento radial, ue e a tensão radial fictícia aplicada às



















































Figura 2.8: Curva característica de um maciço
ue = λe.uo (2.23)
σe = (1− λe).σo (2.24)
O cálculo do raio plástico (rd), correspondente à distância do eixo do túnel até ao limite entre a zona








(Kp − 1).σ0 + σc
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Por fim resta apresentar as expressões que permitem o cálculo do deslocamento radial do túnel. No caso





Quando a pressão aplicada nas faces do túnel é inferior à pressão crítica, ou seja, o comportamento do















em que ψ é o ângulo de dilatância do maciço.
Estão assim apresentadas as expressões que permitem o cálculo da curva característica do terreno, que




O dimensionamento de uma estrutura subterrânea é um problema de elevada complexidade devido à
natureza heterogénea dos maciços rochosos e ao comportamento não linear dos materiais geotécnicos.
Estes factores contribuem para o aumento da incerteza na interpretação dos resultados dos ensaios
laboratoriais e in situ. O recurso a metodologias de retroanálise (back analysis) permite ultrapassar
algumas destas limitações, a partir da interpretação dos resultados da observação e da utilização de
modelos matemáticos representativos do comportamento das estruturas geotécnicas.
O processo de retroanálise pode ser definido como uma técnica de determinação de parâmetros de um
sistema através da análise da sua resposta a uma determinada acção. No caso das obras geotécnicas, a
retroanálise permite a determinação de parâmetros geotécnicos (módulo de deformabilidade, coeficiente
de Poisson, K0, etc) a partir de resultados de observação (deslocamentos, deformações, tensões, etc)
obtidos durante a fase construtiva, ou de exploração [22].
Normalmente, a análise de um determinado problema envolve a obtenção da resposta de uma estrutura
(deslocamentos, esforços ou outro tipo de respostas importantes para o problema em questão) definida
por um conjunto de parâmetros, quando sujeita a uma determinada solicitação. Num problema de
retroanálise recorre-se também a um modelo matemático, mas percorre-se o caminho inverso, resolvendo
um problema de estimação de parâmetros, a partir dos dados de resposta da estrutura obtidos através de
observação da obra em questão a uma determinada solicitação.
Existem duas abordagens possíveis na definição de um problema de retroanálise: a metodologia inversa e
a directa. Na metodologia inversa estabelece-se uma relação entre a resposta do modelo e os parâmetros
a estimar através da inversão das equações que definem o comportamento da estrutura, isto é, define-se
o modelo matemático de forma a que os parâmetros a identificar sejam incógnitas e a resposta do
modelo seja um dado. Esta metodologia pode conduzir a formulações bastante complexas, dado que
geralmente os modelos matemáticos se baseiam em elementos finitos, diferenças finitas ou outros
métodos semelhantes em que não existe uma relação explicita entre os parâmetros e a resposta do modelo.
Por outro lado, a metodologia directa é definida com base em modelos matemáticos não invertidos,
ou seja, modelos utilizados normalmente para estudar o comportamento de uma determinada estrutura,
através da introdução de parâmetros e solicitações e calculando a respectiva resposta. Procura-se então
estimar parâmetros através da minimização de uma função de erro entre os dados observados e os
calculados no modelo matemático, através de um processo iterativo em que em cada iteração se alteram
os parâmetros do modelo até que que a resposta deste seja próxima dos dados observados. Geralmente
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a metodologia directa corresponde a um processo moroso, relativamente à metodologia inversa, mas é
mais adequada quando se utilizam modelos complexos [8].
Para além das duas abordagens referidas anteriormente, os métodos de retroanálise também podem ser
divididos segundo a configuração das medidas dos dados observados. Caso se trate os dados observados
como medidas sem erros, o método de retroánalise é definido como determinista. Se, por outro lado, se
considerar os erros de medição, define-se o processo como estocástico [29].
Os problemas de retroanálise definidos nesta dissertação foram resolvidos com base em métodos directos,
admitindo-se que as medições não apresentam erros.
3.2 Formulação directa
3.2.1 Introdução
Nesta secção descrevem-se as bases para o desenvolvimento de um programa de retroanálise pela
abordagem directa para a resolução de problemas de estimação de parâmetros. A resolução do problema
pela metodologia directa implica a definição de três componentes constituintes do programa de
retroanálise (figura 3.1):
• Modelo matemático;
• Critério de identificação;
• Módulo de minimização;
Figura 3.1: Métodos de retroanálise ([8])
Na figura 3.2 apresenta-se um esquema exemplificativo do algoritmo desenvolvido para resolver os
problemas de estimação de parâmetros que serão expostos posteriormente. Nas secções seguintes deste
tópico explicam-se as três componentes constituintes do programa referidas.
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Figura 3.2: Fluxograma do programa de retroanálise desenvolvido
3.2.2 Modelo matemático
Como já foi referido, na abordagem directa utilizam-se os mesmos modelos matemáticos que são usados
na análise das estruturas. Esse modelo pode ser definido com recurso a um programa comercial como
uma sub-rotina do programa principal de retroanálise, desde que seja possível a comunicação através de
ficheiros de leitura e escrita de dados entre o modelo matemático e o programa de retroanálise, assim
como a activação automática do modelo. No presente caso utilizou-se o programa comercial FLAC 5.0
[2] para definir o modelo matemático dos exemplos de aplicação.
3.2.3 Critério de identificação
O problema de retroanálise é transformado num problema de estimação de parâmetros, o qual se traduz
na minimização de uma função de erro em função dos parâmetros a identificar, p, usualmente chamada de
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"função objectivo". Em cada iteração é realizado um cálculo do modelo matemático, introduzindo-se um
conjunto de parâmetros definidos p e obtendo-se os dados correspondentes à resposta do modelo, yM (p).
Posteriormente, os valores calculados são comparados com os dados observados, yo, através da função
objectivo, como indicado na 1a parte do fluxograma da figura 3.2. As grandezas observadas, assim como
a resposta do modelo podem ser de diversos tipos, por exemplo deslocamentos, deformações e tensões,
sendo que a função objectivo pode ser definida por um ou mais tipos de grandezas.
Para a definição da função objectivo utilizou-se o método de Markov [8] que corresponde a uma
generalização do método dos mínimos quadrados. Não antevê qualquer tipo de conhecimento prévio
(função de distribuição) dos erros de observação, mas considera uma matriz de pesos diagonal, W , que
define quais as observações que têm maior ou menor peso na função objectivo:
f(p) = etWe = [yo − yM (p)]TW [yo − yM (p)]) (3.1)
Caso se considere que todas as observações apresentam a mesma fiabilidade e grandeza numérica, a
matriz W corresponde a uma matriz identidade, sendo a função objectivo, definida pela equação 3.1,
correspondente a uma função objectivo definida pelo método dos mínimos quadrados.
3.2.4 Módulo de minimização
A solução do problema de identificação de parâmetros já referido neste texto passa pela minimização
da equação 3.1. O módulo de minimização actua no programa de retroanálise realizando as verificações
das condições de convergência, efectuando, caso os critérios de convergência não sejam verificados,
uma nova estimativa dos parâmetros a identificar, para posteriormente serem considerados no modelo
matemático, como se pode verificar pela figura 3.2. Este procedimento ocorre até que o critério de
paragem seja cumprido, ou seja, quando os dados calculados são suficientemente próximo dos valores
observados. As diferentes metodologias de minimização diferem na forma como realizam o cálculo dos
parâmetros a identificar em cada iteração, variando a sua adequabilidade com o tipo de problema a
resolver.
Como o programa MATLAB (R2010a) possui um conjunto de funções de minimização pré-programadas,
utilizaram-se algumas delas para resolução do problema de minimização da função objectivo.
Note-se que na figura 3.2 apresenta-se a possibilidade de calcular, ou não, o gradiente da função
objectivo. Essa possibilidade prende-se com a utilização de métodos de minimização que necessitem
da informação do gradiente da função objectivo. Os métodos de minimização utilizados, assim como a
teoria em que se baseiam são apresentados de seguida.
3.3 Métodos de minimização
Nos processos de optimização pretende-se determinar o conjunto de parâmetros que definam uma
dada realidade, escolhendo os métodos de minimização adequados para o problema formulado. Dada
a complexidade da maior parte dos problemas torna-se muito difícil resolvê-los através de métodos
analíticos. Por essa razão têm sido desenvolvidos métodos iterativos que procuram encontrar uma solução
aproximada do problema a resolver [12].
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Os métodos de optimização podem ser divididos em 2 categorias: problemas de optimização linear e
problemas de optimização não lineares. Os problemas de optimização lineares são, em regra geral,
simples de resolver sendo que os métodos de minimização criados para tais problemas costumam
ser eficientes e robustos. No caso dos problemas de optimização não lineares existem diversos
métodos adequados para a resolução de problemas matemáticos de diferentes naturezas. Existem várias
características que distinguem os problemas de minimização, nomeadamente o número de variáveis e
natureza destas (continuas ou discretas), a diferenciabilidade e continuidade das funções envolvidas e o
número de restrições.
Os problemas propostos para resolver este trabalho e apresentados neste documento correspondem a um
problema de minimização definido pela equação 3.2:
min
x
f(x), x ∈ < (3.2)
em que a função f(x) corresponde à equação 3.1 e o vector x corresponde ao conjunto de parâmetros a
identificar. Para resolver este problema, foram utilizados três métodos de minimização diferentes, dois
sem utilização de informação do gradiente (método de Nelder-Mead e algoritmo genético) e um com
utilização de gradiente (método de direcção de descida). Para compreender o seu funcionamento, são
expostos nos pontos seguintes as características de cada metodologia, assim como uma breve abordagem
da formulação matemática dos respectivos algoritmos.
3.3.1 Método de Nelder-Mead
O método simplex de Nelder-Mead tem como objectivo minimizar uma função não linear de n variáveis
reais (equação 3.2), que retorna um escalar, usando apenas valores dessa função, ou seja, sem necessidade
de realizar cálculos diferenciais para chegar à solução [21].
Este método pertence à classe geral de métodos directos, sendo um dos mais utilizados correntemente.
Grande parte deste tipo de métodos, incluindo o de Nelder-Mead, mantém, a cada passo, um simplex,
uma figura de n dimensões de volume não nulo correspondente a um "invólucro" de n+1 vértices, cada
um correspondendo a uma solução escalar possível da função em estudo. As iterações de um método
baseado no método directo de simplex iniciam-se com um simplex, definido pelos seus n + 1 vértices,
e escalares correspondentes, sendo que no passo seguinte se realiza o cálculo de 1 ou mais pontos e
respectivos escalares, procedendo-se à analise e comparação dos novos resultados com os iniciais. A
iteração termina quando se definem novos contornos para o simplex definido no início da iteração [21].
Para definir o método de Nelder-Mead é necessário especificar 4 escalares :
• coeficiente de reflexão (ρ);
• coeficiente de expansão (χ);
• coeficiente de contracção (γ);
• coeficiente de retracção (σ);
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De acordo com o método original de Nelder-Mead, estes parâmetros devem satisfazer as seguintes
condições:
ρ > 0 , χ > 1 , χ > ρ , 0 < γ < 1 e 0 < σ < 1
Na generalidade dos casos e os valores definidos por defeito no MATLAB (R2010a), correspondem a:
ρ = 1 , χ = 2 , γ = 1/2 e σ = 1/2
De seguida procede-se à explicação do algoritmo do método de Nelder-Mead como está pré-programado
no programa comercial MATLAB (R2010a) na função denominada de fminsearch. Inicialmente é
necessário conferir à função que desenvolve todo o algoritmo de Nelder-Mead uma aproximação inicial
dos n parâmetros a identificar, sendo armazenados no vector (P0). O algoritmo desenvolve um simplex
a partir dessa aproximação criando n novos vectores, sendo que cada um dos novos vectores é igual
ao vector P0 mas com um acréscimo de 5% do valor original numa das suas componentes. Possuem-se





n+1) ao longo de iterações até se obter um simplex que cumpra as condições de erro
admitidas. Um fluxograma representativo de como se processa cada iteração está representado na figura
3.3, devendo esta figura ser analisada para uma melhor compreensão da explicação deste algoritmo, que
é apresentada de seguida.
1. Ordenação dos vértices do simplex




n+1 de forma a que:
fk1 ≤ fk2 ≤ ... ≤ fkn+1
Onde fki corresponde a f(xi)
k. Deste passo do algoritmo entende-se que o vértice xkn+1 na iteração
k corresponde ao vértice com pior valor da função a minimizar (maior valor de função objectivo) e o
vértice xk1 corresponde ao melhor ponto do simplex.
2. Reflexão
É calculado o ponto de reflexão, xr, através da seguinte expressão:
xr = x+ ρ(x− xn+1) (3.3)
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Figura 3.3: Fluxograma do método de Nelder-Mead
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Após a obtenção do vértice xr calcula-se o valor da função para esse vector f(xr). Caso f1 ≤ f(xr) <
fn, aceita-se o ponto reflectido xr e termina-se a iteração.
3. Expansão
Se f(xr) < f1, calcula-se o ponto de expansão xe:
xe = x+ χ(xr − x) (3.5)
e calcula-se o valor da função correspondente f(xe). Caso f(xe) < f(xr), aceita-se o vértice xe e
termina-se a iteração, caso contrário aceita-se antes o vértice xr e dá-se a iteração como terminada.
4. Contracção
Se f(xr) ≥ f(xn), realiza-se uma contração entre x e o melhor vértice entre xn+1(b) e xr(a):
a) Exterior. Caso f(xn) ≤ f(xr) < f(x(n+1) realiza-se uma contração exterior, calculando:
xc = x+ γ(xr − x) (3.6)
e calcula-se f(xc). Caso f(xc) ≤ f(xr), aceita-se xc e termina-se a iteração, caso contrário o algoritmo
passa para o ponto 5.
b) Interior. Se f(xr) ≥ f(xn+1), realiza-se uma contracção interior, calculando:
xcc = x− γ(x− xn+1) (3.7)
e calcula-se f(xcc). Se f(xcc < f(xn+1), aceita-se o vértice xcc e termina-se a iteração, caso contrário
o algoritmo passa para o ponto 5.
5. Retracção
Calculam-se n novos valores de vértices para o simplex, alterando todos os anteriores à excepção de x1,
através da seguinte expressão:
vi = x1 + σ(xi − x1) (3.8)
resultando assim um novo simplex para o próxima iteração de vértices (desordenados): x1, v2, ..., vn+1.
Apresenta-se na figura 3.4 esquemas dos processos que têm vindo a ser referidos ao longo do texto para
um caso em que se calculam dois parâmetros. As linhas a tracejado correspondem ao simplex inicial e
as linhas a traço contínuo ao novo simplex, após sujeito a algum processo de alteração.
Resta por fim referir que, após aceite um novo vértice a partir dos passos 2,3 ou 4,o pior vértice dessa
iteração é descartado (x(k)n+1) de forma a manter sempre o mesmo número de vértices do simplex. Este
passo não é valido para a situação em que ocorre uma retracção, dado que nesse caso apenas o melhor
vértice da iteração k é mantido no simplex para a iteração seguinte.
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As iterações terminam quando os seguintes critérios de paragem são cumpridos:
• a diferença máxima entre o melhor vértice da iteração e os restantes é menor que um escalar
definido previamente;
• a diferença entre dois valores de função objectivo de iterações sucessivas são inferiores a um
escalar previamente definido;
• o número máximo de iterações definido é excedido;








Fig. 1. Nelder–Mead simplices after a reflection and an expansion step. The original simplex is









Fig. 2. Nelder–Mead simplices after an outside contraction, an inside contraction, and a shrink.





1 . Beyond this, whatever rule is used to define the original ordering
may be applied after a shrink.
We define the change index k∗ of iteration k as the smallest index of a vertex
that differs between iterations k and k + 1:
k∗ = min{ i | x(k)i 6= x
(k+1)
i }.(2.8)
(Tie-breaking rules are needed to define a unique value of k∗.) When Algorithm NM
terminates in step 2, 1 < k∗ ≤ n; with termination in step 3, k∗ = 1; with termination
in step 4, 1 ≤ k∗ ≤ n+ 1; and with termination in step 5, k∗ = 1 or 2. A statement
that “xj changes” means that j is the change index at the relevant iteration.
The rules and definitions given so far imply that, for a nonshrink iteration,
(a) Reflexão
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Fig. 2. Nelder–Mead simplices after an outside contracti , an i side contracti , and a shrink.
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(b) Expansão








Fig. 1. Nelder–Mead simplices after a reflection and an expansion step. The original simplex is









Fig. 2. Nelder–Mead simplices after an outside contraction, an inside contraction, and a shrink.





1 . Beyond this, whatever rule is used to define the original ordering
may be applied after a shrink.
We define the change index k∗ of iteration k as the smallest index of a vertex
that differs between iterations k and k + 1:
k∗ = min{ i | x(k)i 6= x
(k+1)
i }.(2.8)
(Tie-breaking rules are needed to define a unique value of k∗.) When Algorithm NM
terminates in step 2, 1 < k∗ ≤ n; with termination in step 3, k∗ = 1; with termination
in step 4, 1 ≤ k∗ ≤ n+ 1; and with termination in step 5, k∗ = 1 or 2. A statement
that “xj changes” means that j is the change index at the relevant iteration.
The rules and definitions given so far imply that, for a nonshrink iteration,
(c) Contração exterior








Fig. 1. Nelder–Mead simplices after a reflectio and an expa sion step. The original simplex is









Fig. 2. Nelder–Mead simplices after an outside con raction, an inside con raction, and a shrink.
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W define the change index k∗ of iteration k as the smallest index of a vertex
hat differs b tween iterations k and k + 1:
k∗ = min{ i | x(k)i 6= x
(k+1)
i }.(2.8)
(Tie-breaking rules ar n eded to define a unique value of k∗.) When Algorithm NM
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(d) Contração interior
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Fig. 2. Nelder–Mead simplices after an outside c ractio , an inside c raction, and a shrink.





1 . Beyond this, whatever rul i used to define the original o dering
m y be applied after a shrink.
W define the change index k∗ of iteration k as the mallest index of a vertex
hat differs b tween iteratio s and k + 1:
k∗ = min{ i | x( )i 6= x
(k+1)
i }.(2.8)
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(e) Retracção
Figura 3.4: Processos de alteração do simplex, para o caso em que n=2 (adaptado de [21])
3.3.2 Método de direcção de desci a
Os algoritmos de minimização baseados o étodo de direcção de descida utilizam a informação da
derivada da função objectivo (equação 3.2) para seleccionar a direcção da aproximação seguinte na
procura pelo mínimo da função. O gradiente da função a minimizar em x, ou seja, o vector ∇f(x),
aponta na direcção segundo a qual a função objectivo decresce "mais rapidamente" [15].
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Os algoritmos de minimização que utilizam informação do gradiente, processam-se da seguinte forma
[8]:
1. definição do vector com a aproximação inicial (x0) do mínimo da função objectivo;
2. na iteração k realiza-se o cálculo da direcção de descida (dk);
3. utilizando algoritmos de procura em linha, determina-se o tamanho do passo (α∗);
4. o vector com os parâmetros em estudo da nova iteração são dados por: xk+1 = xk + α∗dk;
De método para método difere a forma como se realizam os cálculos dos passos 2 e 3.
No software MATLAB (R2010a), o algoritmo baseado no método de direcção de descida está
desenvolvido na função denominada de fminunc, sendo necessário definir a opção de optimização de
média escala. O algoritmo recorre a um método de Quasi-Newton com um método de procura directa
em linha. Posto isto, uma metodologia baseada na direcção de descida determina, então, a informação da









em que H corresponde à matriz Hessiana, c é um vector constante e b é uma constante.
A solução do problema encontra-se no ponto em que as derivadas parciais de x se anulam:
∇f(x∗) = Hx∗ + c = 0 (3.10)
podendo a solução óptima, x∗, ser escrita como:
x∗ = −H−1c (3.11)
O cálculo da matriz H envolve um grande esforço computacional e por isso têm vindo a ser
desenvolvidos um grande número de métodos para o cálculo desta matriz. Para os casos gerais de
problemas de minimização tem sido demonstrado que a fórmula de Broyden, Fletcher, Goldfarb, e
Shanno (BFGS) é a mais eficaz para o cálculo da matriz Hessiana [3]. A fórmula de BFGS é dada
por:









em que sk e qk são dados por:
sk = xk+1 − xk (3.13)
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qk = ∇f(xk+1)−∇f(xk) (3.14)
Num ponto inicial, a matriz Hessiana (H0) pode ser definida por qualquer matriz simétrica positiva,
como por exemplo uma matriz identidade. A informação do gradiente pode ser calculada analiticamente
ou através de métodos de diferenciação numérica, via diferenças finitas.
A cada iteração k, o método de Quasi-Newton calcula a direcção de descida dk através da seguinte
expressão:
dk = −H−1k ∇f(xk) (3.15)
Explicada a forma como se calcula a direcção de descida, resta apresentar uma solução para o cálculo
do tamanho do passo (α∗) para o processo de minimização em linha. Para tal utilizam-se métodos de
procura em linha, que em cada passo (k) do algoritmo geral procuram calcular um valor de α∗, de forma
a minimizar a função objectivo segundo a linha xk + α∗dk. Para tal, o método minimiza interpolações
polinomiais da função objectivo, procedendo em dois passos:
• determina o intervalo de valores da linha xk + α∗dk que se irá minimizar;
• divide o intervalo definido em vários intervalos mais pequenos, em que o mínimo da função
objectivo é calculado por interpolação polinomial
O passo calculado (α), deve cumprir as seguintes condições:
f(xk + αdk) ≤ f(xk)c1α∇fTk dk (3.16)
∇f(xk + αdk)T ≥ c2∇fTk dk (3.17)
em que c1 e c2 são constantes que cumprem: 0 < c1 < c2 < 1.
A condição 3.16 impõe que o tamanho do passo (α) diminua significamente a função objectivo. A
segunda condição, 3.17, assegura que o tamanho do passo não seja demasiado pequeno. Caso estes
critérios sejam cumpridos, considera-se esse ponto como aceitável, permitindo o cálculo do novo valor
da função objectivo que, caso não verifique o critério de convergência, inicia de novo esta metodologia a
partir do passo 2.
As iterações terminam quando os seguintes critérios de paragem são cumpridos:
• a diferença entre dois valores de função objectivo de iterações sucessivas são inferiores a um
escalar previamente definido;
• a diferença entre dois valores de parâmetros a identificar sucessivos são inferiores a um escalar
previamente definido;
• a o número máximo de iterações definido é excedido;
30 CAPÍTULO 3. MÉTODOS DE RETROANÁLISE
3.3.3 Algoritmo genético
Os algoritmos genéticos inspiram-se em princípios biológicos que se apoiam na teoria da evolução de
Darwin. Quando uma população de indivíduos evolui segundo gerações, as melhores características
de sobrevivência têm tendência a ser transmitidas para as gerações sucessivas, já que os indivíduos
que possuem tais características têm maior probabilidade de sobreviver e de se reproduzir. Essas
características individuais são armazenadas no genótipo. Os mecanismos de genética natural baseiam-se
em operações que resultam numa troca aleatória de informação genética entre os cromossomas dos
progenitores, sendo esses mecanismos a base dos algoritmos genéticos desenvolvidos por Holland,
utilizando metodologias matemáticas apoiadas em processos como o cruzamento de informação entre
cromossomas e a sua mutação [6].
Este tipo de algoritmo de minimização possui uma filosofia de cálculo bastante diferente dos métodos
apresentados anteriormente. Ao invés de se avaliar um ponto em cada iteração, os algoritmos genéticos
trabalham com uma população de strings, ou, na linguagem biológica, cromossomas. Isto é, a cada
iteração possui-se um conjunto de indivíduos, cada um com a sua respectiva informação armazenada
numa string, que em termos computacionais corresponde à utilização de combinação binária. Este
aspecto permite ultrapassar a problemática dos mínimos locais durante o processo de procura.
Os algoritmos genéticos utilizam 3 tipos de processos para a criação de uma nova geração a partir da
população corrente:
1. Selecção
Após definida aleatoriamente a população inicial assim como a aptidão de cada individuo (isto é, o
valor da função objectivo), seleccionam-se alguns indivíduos através de um processo probabilístico
em que os indivíduos com melhor aptidão, ou seja, menor valor de função objectivo (caso se trate de
um problema de minimização), têm maior probabilidade de ser escolhidos. Considera-se então que os
indivíduos seleccionados são os progenitores e, os cromossomas dos progenitores com melhor aptidão
são imediatamente copiados para alguns indivíduos da geração seguinte, sendo esses denominados de
"elite".
2. Cruzamento
Trata-se do processo de emparelhamento da informação genética (código das strings) dos progenitores,
criando uma série de novos indivíduos. Este processo tem como expectativa que o emparelhamento de
boa informação genética conduza à criação de novos indivíduos com melhor aptidão que os progenitores.
3. Mutação
Este processo consiste em realizar, com alguma probabilidade, alterações aleatórias da informação
genética de alguns dos indivíduos escolhidos. Este passo do algoritmo contribui bastante para a sua
robustez, dado que impede a perda prematura de informação genética importante, isto porque no fim da
reprodução é possível obter indivíduos com múltiplas cópias do mesmo cromossoma. Imagine-se que,
no pior cenário, teriam todos os indivíduos obtidos do cruzamento a mesma informação genética. Nesse
caso o algoritmo não poderia explorar a possibilidade de uma melhor solução.Por esta razão a mutação
tem uma grande importância, pois introduz alguma diversidade nos indivíduos da nova geração.
Na figura 3.5 apresenta-se um fluxograma exemplificativo de um algoritmo genético e na figura 3.6
apresentam-se esquemas exemplificativos dos processos referidos anteriormente, para a criação de
descendentes.
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Figura 3.5: Fluxograma do algoritmo genético
No programa MATLAB (R2010a) o algoritmo genético está programado na função ga. Os critérios de
paragem definidos correspondem:
As iterações terminam quando os seguintes critérios de paragem são cumpridos:
• o valor da função objectivo é menor que um escalar previamente definido;
• o número máximo de gerações previamente definido é atingido;
• a diferença entre os melhores valores de função objectivo, ao longo de um determinado número de
gerações, é inferior a um escalar previamente definido;
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Figura 3.6: Processos Genéticos (Adaptado [3])
3.4 Implementação do programa de retroanálise
Para a realização do programa de retroanálise criou-se uma série de ficheiros com interacção entre
si e iniciados a partir do programa comercial MATLAB R2010a. Aproveita-se este ponto da tese para
referir que a opção de utilizar o software FLAC para modelar o problema em estudo, prendeu-se com
a funcionalidade que este possui de poder ser invocado automaticamente a partir de outros programas,
como o MATLAB R2010a, sem a intervenção do utilizador.





Os ficheiros do tipo ".dat", relativos à definição do modelo matemático, incluem linhas de código escritas
na linguagem utilizada pelo FLAC para que este compile as informações dadas e realize os cálculos
pretendidos para a estrutura em estudo. Os resultados dos cálculos são exportados como ficheiros de
dados com as variações ao longo das iterações do programa (ficheiros ".his"). O modelo matemático está
dividido em 5 ficheiros de forma a tornar a actividade de alteração dos parâmetros de entrada a identificar
mais fácil, sendo que esses ficheiros são reescritos completamente a cada iteração de retroanálise.
Quando o programa FLAC é invocado através do MATLAB R2010a o programa lê o ficheiro denominado
de "flac.ini". Por isso inclui-se nesse ficheiro informações para que o FLAC leia os ficheiros do modelo
matemático pela ordem numérica definida.
Os ficheiros do tipo ".m"contêm as linhas de código a serem processadas pelo MATLAB R2010a, sendo
estes ficheiros que controlam o programa de retroanálise.
O ficheiro funcao.m é o corpo de todo o programa de retroanálise. As suas funções incluem:
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• introdução de parâmetros nos ficheiros de dados relativos ao modelo matemático, ou seja, reescrita
dos ficheiros do modelo matemático;
• leitura dos resultados calculados e exportados pelo FLAC;
• cálculo da função objectivo definida;
• realização da gravação dos dados pretendidos para ficheiros de dados para posterior análise.
Por último, o ficheiro minimizar.m inclui os métodos de minimização que se pretendem utilizar, sendo
neste ficheiro que se define as estimativas iniciais dos parâmetros (caso o método utilizado o necessite)
e se define a matriz W do método de Markov. O programa de retroanálise inicia-se com este ficheiro.

Capítulo 4
Análise de um túnel circular sem suporte
4.1 Objectivos
Para validar as metodologias apresentadas no capítulo anterior, apresenta-se neste capítulo um exemplo
de aplicação correspondente a um problema cuja solução é previamente conhecida. Assim, utilizando a
metodologia baseada na formulação directa, proceder-se-á à determinação do módulo de elasticidade e
do estado de tensão inicial num maciço rochoso, a partir de observação de deslocamentos e de tensões,
durante a abertura de um túnel circular.
Numa primeira fase apresenta-se o problema a estudar, os parâmetros escolhidos do e o desenvolvimento
do modelo matemático utilizando o software FLAC 5.0 [2]. Procurou-se comparar os resultados obtidos
do cálculo com a solução teórica conhecida da bibliografia, de forma a validar o comportamento do
modelo matemático definido.
Validado o modelo matemático, o objectivo passa a ser o cálculo dos parâmetros escolhidos inicialmente
através de um algoritmo de retroanálise, utilizando os três métodos de minimização apresentados no
capítulo 3.
Por fim avaliam-se e comparam-se as características de cada método utilizado.
4.2 Definição do problema geotécnico
Na figura 4.1 apresenta-se o esquema do problema definido, que consiste no estudo do processo
de abertura de um túnel circular a grande profundidade, construído num maciço rochoso de boas
características geotécnicas.
Tomou-se um valor de 10 GPa para o módulo de deformabilidade do maciço, um coeficiente de Poisson
de 0,25, um peso volúmico de 25 kN/m3 e a relação entre a tensão vertical e horizontal equivalente a
1. O túnel está coberto por 400 metros de maciço rochoso e possui um diâmetro de 4 metros. Não se
considerou a presença de nível freático na zona em estudo.
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Figura 4.1: Problema geotécnico definido
4.2.1 Modelo matemático definido
Visto ter-se definido uma profundidade elevada para o túnel em estudo, pode considerar-se para a
modelação do problema um estado de tensão homogéneo na zona envolvente ao túnel porque o aumento
da tensão com a profundidade é desprezável a tão elevada profundidade. Considerando a evolução linear
da tensão vertical com a profundidade (equação 2.1), estimou-se uma tensão vertical de 10 MPa para a
zona em que se situa o túnel .
Representou-se a escavação através de um modelo matemático de diferenças finitas (FLAC 5.0),
composto por 400 elementos. Os elementos são rectangulares de 4 nós e o modelo constitutivo utilizado
foi o elástico linear. Na figura 4.2 apresenta-se a malha do modelo matemático definida para os cálculos
(após a escavação do túnel). Tratando-se de um problema simétrico, sujeito a pressões hidrostáticas,
escolheu-se definir apenas um quarto do problema de forma a aligeirar os cálculos do programa de
retroanálise. As dimensões da malha foram escolhidas de modo a aproximar os resultados do modelo
matemático com a solução teórica de Kirsch [31], tendo sido definida uma malha com dimensões 30x30
metros para um túnel circular de 2 metros de raio. Nas fronteiras de simetria modelaram-se apoios
simples e nas fronteiras da malha opostas ao túnel aplicou-se um carregamento (P1 e P2 na figura 4.2)
de 10 MPa, segundo as duas direcções, de forma a simular as tensões transmitidas à zona do maciço em
estudo.
O cálculo do modelo do túnel foi feito em duas fases, uma primeira em que se aplica o estado de tensão
inicial e, uma segunda fase, após se retirar de uma só vez o material correspondente à zona de escavação
do túnel.
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Figura 4.2: Malha do maciço rochoso (após escavação do túnel)
4.2.2 Comparação dos resultados com a solução de Kirsch
Nesta secção do documento apresenta-se uma comparação de tensões e deslocamentos obtidos na zona
envolvente ao túnel, entre o modelo matemático e a solução obtida a partir das equações teóricas de
Kirsch. Na figura 4.3 apresenta-se a comparação dos valores de tensões e na figura 4.4 a comparação dos
deslocamentos radiais, ambos em relação à distância à parede do túnel.



























Figura 4.3: Comparação entre as tensões calculadas a partir do modelo e as obtidas da solução de Kirsch
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Para o cálculo a partir das equações de Kirsch considerou-se θ igual a 0 (capítulo 2), visto que os valores
obtidos do modelo foram retirados segundo a linha horizontal ao eixo do túnel.
Da figura 4.3 pode-se verificar que em termos de tensões, o modelo definido representa bem o
comportamento de um meio contínuo com uma abertura. Os erros entre as duas metodologias realizadas
são muito reduzidos, sendo que os resultados obtidos do modelo em termos de tensões podem ser
considerados excelentes, pois o programa FLAC 5.0 realiza cálculos com erros de cerca de 2%.




























Figura 4.4: Comparação entre os deslocamentos radiais calculados a partir do modelo e as obtidos da solução de
Kirsch
Pela figura 4.4, pode-se observar que o cálculo realizado pelo modelo representa bem a estrutura para
distâncias à parede do túnel inferiores a 10 metros. Para valores superiores ao referido existe uma
divergência entre as duas metodologias, que é devida a erros de truncatura resultantes das dimensões
do modelo. Para aproximar o modelo à solução teórica poder-se-ia aumentar as dimensões do modelo.
Contudo, como com o problema de retroanálise se vão utilizar valores de deslocamentos das paredes do
túnel, o modelo definido é aceitável para o estudo de identificação de parâmetros. Nas figuras 4.5 e 4.6
apresenta-se a distribuição de tensões máximas e mínimas obtidas do modelo para o caso em estudo.
Apresenta-se ainda na figura 4.8, os vectores de deslocamentos determinados pelo FLAC.
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Figura 4.5: Diagrama de cores da distribuição da tensão principal máxima)
Figura 4.6: Diagrama de cores da distribuição da tensão principal mínima)
Para posteriormente aplicar o programa de retroanálise, foram registados valores de deslocamentos em 3
pontos do túnel e tensões em 2 pontos do maciço próximos do túnel. Os valores obtidos apresentam-se
na tabela 4.1 e os pontos referidos estão assinalados na figura 4.7.
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Figura 4.7: Pontos e elementos da malha escolhidos para os valores observados
Tabela 4.1: Valores registados após o cálculo do modelo
Nó 1 ux1= 0.0000m uy1=−0.0024m
Nó 2 ux2=−0.0017m uy2=−0.0017m
Nó 3 ux3=−0.0024m uy3= 0.0000m
Elemento 4 σx4=−2.54MPa σy4=−17.98MPa
Elemento 5 σx5=−7.05MPa σy5=−13.061MPa
Figura 4.8: Vectores de deslocamentos
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4.2.3 Problema de identificação de parâmetros
Calculada a resposta do modelo à escavação do túnel, tem-se a solução do problema, podendo
considerar-se que, a resposta obtida e apresentada na tabela 4.1 seria resultado da aplicação de
instrumentação no túnel. Considere-se então, para a aplicação do programa de retroanálise, que tanto
o estado de tensão inicial como os parâmetros de deformabilidade do maciço eram desconhecidos e que
os valores de deslocamentos e tensões do túnel teriam sido obtidos a partir de observação.
Neste problema considera-se que a escavação ocorre de imediato, sendo possível obter toda a resposta
do maciço após a escavação, como se fosse realizada uma escavação através de explosivos, perfeita,
sem alterar o maciço rochoso nas fronteiras da abertura. Quando se recorrem a metodologias do tipo
NATM, uma escavação é realizada por pequenas secções e não corresponde a uma acção imediata como
se considera neste caso. Para esses casos seria então necessário avaliar convenientemente os valores de
convergência obtidos da observação, de forma a definir na modelação em que altura se devem começar
a medir os deslocamentos para comparar correctamente os valores de convergência calculados com os
observados. No presente caso, considerou-se que seria possível conhecer o valor da convergência total
do túnel, tendo sido desprezada esta problemática. Refere-se ainda que, na generalidade dos casos, a
tensão vertical deste tipo de problemas é de fácil estimativa e por isso foi considerada como conhecida,
tornando o objectivo do programa de retroanálise o cálculo da tensão horizontal in-situ e do módulo de
deformabilidade do maciço rochoso.
Para o cálculo dos parâmetros em estudo aplicou-se uma metodologia de retroanálise utilizando o
modelo matemático previamente referido e o critério de Markov (equação 3.1). Devido ao facto de
os valores observados terem ordens de grandeza muito diferentes (deslocamentos na ordem de 10−3
(m) e tensões na ordem de 106 (Pa)), é necessário definir valores não unitários para a matriz W de
forma a que os deslocamentos observados tenham tanta influência como as tensões observadas na
função objectivo. Caso se definisse a matriz W como identidade, os escalares obtidos ao longo das
iterações do programa de retroanálise seriam altamente influenciados pelas tensões iniciais, enquanto que
o módulo de deformabilidade final obtido da minimização teria um vasto intervalo de valores aceitáveis
já que a função objectivo, após identificado o estado de tensões iniciais, teria valores muito reduzidos.
Considerou-se então para este cálculo que tanto os valores de deslocamento como os de tensão têm a
mesma importância em termos de função objectivo, sendo a matriz W correspondente a:
W =

107 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 107 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 107 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 107 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 107 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 107 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 10−12 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 10−14 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 10−12 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 10−14

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Como se pretende que todas as observações tenham o mesmo peso na função objectivo, definiu-se que
as tensões verticais observadas são multiplicadas por uma constante inferior às horizontais, porque têm
uma grandeza dez vezes superior.
4.3 Resultados
Apresenta-se nesta secção os resultados do problema de identificação de parâmetros através da utilização
dos três métodos de minimização já referidos anteriormente.
4.3.1 Aplicação do método de Nelder-Mead
Numa primeira análise procurou-se resolver o problema em estudo recorrendo ao método de Simplex de
Nelder-Mead descrito no ponto 3.3.1. Devido a se tratar de um método que não distingue mínimos locais
de mínimos globais, decidiu-se realizar quatro cálculos diferentes, ou seja, a estimativa inicial de cada
cálculo é diferente de forma a permitir testar a convergência do método. Na tabela 4.2 apresentam-se as
estimativas iniciais e os valores finais obtidos nos quatro cálculos de retroanálise realizados e na figura
4.9 apresenta-se a variação dos valores dos parâmetros em estudo ao longo das iterações de cada cálculo.
Tabela 4.2: Valores dos parâmetros iniciais e calculados pelo método de Nelder-Mead
Cálculo
Valor inicial Valor calculado
E [GPa] σx [MPa] E [GPa] σx [MPa]
1 14,0 6,0 9,9 10,0
2 4,0 16,0 9,9 10,0
3 6,0 7,0 10,0 10,0
4 19,0 20,0 10,0 9,9
Dos cálculos realizados, o cálculo 3 foi o mais rápido, tendo sido necessário um total de 31 iterações para
convergir para o valor correcto, enquanto que o cálculo 2 foi o mais moroso necessitando 47 iterações
para convergir para a solução.
Na figura 4.10 apresenta-se a evolução do valor da função objectivo para os quatro cálculos realizados.
A figura contem dois gráficos com a mesma informação, sendo que no gráfico 4.10(b) limitou-se o eixo
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das ordenadas para um valor de 250, permitindo uma melhor análise da evolução da função objectivo
para iterações mais avançadas.








































































































Figura 4.9: Evolução dos parâmetros em estudo, calculados pelo método de Nelder-Mead



























































Figura 4.10: Evolução da função objectivo ao aplicar o método de Nelder-Mead
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De seguida, apresentam-se na figura 4.11 os caminhos percorridos pelo programa ao longo das iterações
sobre isolinhas (curvas de igual valor) da função objectivo. Para a definição das isolinhas efectuaram-se
diversos cálculos com várias combinações de valores de E e σx, recorrendo a uma rotina definida no
programa MATLAB R2010a, tendo sido registados os valores de função objectivo correspondentes.
















































Figura 4.11: Caminho percorrido pelo programa de retroanálise, quando utilizado o método de Nelder-Mead
4.3.2 Aplicação de um método de direcção de descida
Aplicando o algoritmo baseado no método de direcção de descida apresentado em 3.3.2, aplicou-se uma
análise similar à exposta no ponto anterior deste documento. Realizaram-se também 4 cálculos, sendo
que as estimativas iniciais correspondem às mesmas utilizadas para aplicar o algoritmo com base no
método de Nelder-Mead. Na tabela 4.3 apresentam-se os resultados finais a que se chegou em cada
cálculo e na figura 4.12 a evolução dos parâmetros em estudo ao longo dos cálculos.
Tabela 4.3: Valores dos parâmetros iniciais e calculados pelo método de direcção de descida
Cálculo
Valor inicial Valor calculado
E [GPa] σx [MPa] E [GPa] σx [MPa]
1 14,0 6,0 10,0 10,0
2 4,0 16,0 10,0 10,1
3 6,0 7,0 10,0 10,1
4 19,0 20,0 10,0 10,1
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Na figura 4.13 apresenta-se a evolução do valor da função objectivo para os quatro cálculos realizados.








































































































Figura 4.12: Evolução dos parâmetros em estudo, calculados pelo método de direcção de descida



























































Figura 4.13: Evolução da função objectivo ao aplicar um método de direcção de descida
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Dos cálculos realizados para o presente caso, o cálculo 1 convergiu para a solução em menos iterações,
tendo sido necessário um total de 11 iterações para convergir para o valor correcto. O cálculo 2 necessitou
de 21 iterações, tendo sido o cálculo mais moroso. Note-se no entanto que utilizando esta metodologia é
necessário realizar 5 cálculos a cada iteração: O cálculo do valor de função objectivo no ponto estimado
como solução e, caso seja necessário prosseguir o cálculo por ainda não ter sido encontrada a solução,
de 4 pontos envolventes para a estimativa do gradiente por diferenças centradas.
Por fim apresentam-se os caminhos percorridos pelo programa ao longo das iterações na figura 4.14.
















































Figura 4.14: Caminho percorrido pelo programa de retroanálise, quando utilizado o método de direcção de descida
Pode-se observar na figura 4.14 que, utilizando esta metodologia, as rectas traçadas que ligam os pontos
são aproximadamente perpendiculares às isolinhas.
4.3.3 Aplicação do algoritmo genético
Na terceira, e última análise deste problema, recorreu-se ao algoritmo genético descrito no ponto 3.3.3.
Dado que para este tipo de algoritmo não se define uma estimativa inicial "singular", mas sim um
intervalo em que se pensa que a solução do problema de identificação possa estar situada (não sendo
uma condição necessária para o algoritmo chegar à solução correcta), apenas se realizou um cálculo de
retroanálise. Note-se no entanto que a natureza aleatória do método conduziria a resultados diferentes
nos passos intermédios, caso fossem feitos outros cálculos, mas a uma solução final idêntica. Por essa
razão escolheu-se apenas apresentar os resultados referentes a um cálculo. Na tabela 4.4 apresentam-se
os resultados obtidos.
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Nas figuras 4.15 e 4.16 e apresentam-se, respectivamente, a evolução do valor da função objectivo e dos
parâmetros em estudo ao longo das iterações do processo de cálculo.
Tabela 4.4: Valores dos parâmetros iniciais e calculados pelo algoritmo genético
Parâmetro Valor óptimo
Cálculo
Estimativa inicial Valor final
E 10 GPa 1 - 20 GPa 10,1 GPa
σx 10 MPa 1 - 20 MPa 10,1 MPa






























Figura 4.15: Evolução dos parâmetros em estudo, calculados pelo algoritmo genético
Da análise das figuras 4.15 e 4.16, verifica-se que o método de minimização utilizado neste caso aborda
os problemas de uma forma diferente dos restantes apresentados. Numa iteração não é calculado apenas
1 ponto, mas sim uma família de pontos, sendo que de iteração para iteração é utilizada a informação dos
pontos calculados anteriormente.
Verifica-se que o cálculo realizado convergiu para o resultado correcto, tendo sido necessário para tal 21
iterações (ou gerações, na nomenclatura normalmente utilizada para o caso dos algoritmos genéticos), o
que corresponde a um total de 420 cálculos.
Apresentam-se ainda na figura 4.17 os resultados obtidos sobre o gráfico de isolinhas da função objectivo
de 4 iterações do cálculo. É possível verificar a aleatoriedade do método no cálculo inicial e a forma como
as "famílias" convergem ao longo das iterações para a solução óptima.
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Figura 4.16: Evolução da função objectivo ao aplicar o algoritmo genético
















































Figura 4.17: Caminho percorrido pelo programa de retroanálise, quando utilizado o algoritmo genético
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4.4 Discussão de resultados
Em relação à adequabilidade dos métodos empregues para resolver o problema de identificação de
parâmetros proposto, pode-se concluir de uma forma geral que todos conduzem a resultados adequados,
visto que convergem para a solução óptima com erros com uma ordem de grandeza praticamente nula no
que toca a parâmetros geotécnicos.
Analisando as figuras com resultados relativos aos métodos de Nelder-Mead e direcção de descida,
verifica-se que o último necessita de menos iterações para chegar à solução óptima. Este facto está
relacionado com o recurso à informação do gradiente por parte do método de direcção de descida,
enquanto que o método de Nelder-Mead apenas necessita da informação dos valores da função objectivo.
Esta utilização do gradiente pode ser confirmada pela forma que o percurso toma para a procura da
solução, (figura 4.14), verificando-se que as linhas que juntam duas iterações são, aproximadamente,
normais às isolinhas da função objectivo. Refere-se que apesar do método de direcção de descida
necessitar de menos iterações para chegar à solução, cada uma requer quatro cálculos adicionais
para estimar o gradiente da função objectivo, fazendo com que este método necessite de realizar
aproximadamente o mesmo número de cálculos que o de Nelder-Mead para convergir para a solução.
No presente problema, a função objectivo não possui um comportamento muito irregular, não existindo
a presença de mínimos locais junto ao mínimo global. Contudo, se se estivesse perante um problema
com inúmeros mínimos locais, os métodos de Nelder-Mead e de direcção de descida poderiam não ser
os mais indicados para resolver o problema. Nesses casos deve-se recorrer a métodos como o algoritmo
genético que contornam a problemática dos mínimos locais, bastando conhecer o intervalo de valores em
que os parâmetros em estudo possivelmente se situam. Note-se no entanto que a utilização do algoritmo
genético envolve um maior esforço computacional que os restantes métodos. No caso deste exemplo
de aplicação foram necessárias 21 gerações para chegar à solução através do algoritmo genético, o que
corresponde a 420 cálculos do modelo matemático, sendo que os outros dois métodos necessitam de
cerca de 30 a 50 cálculos do modelo matemático.
Considera-se então que, de uma forma geral, o programa de retroanálise conduz a bons resultados.

Capítulo 5
Análise de um túnel circular com suporte
5.1 Objectivos
Neste capítulo aplicar-se-ão metodologias de retroanálise à resolução de problemas de identificação
de parâmetros em que o comportamento da estrutura geotécnica tem de ser representada por modelos
mais complexos. O exemplo apresentado corresponde à analise do processo de escavação de um túnel
circular num maciço constituído por material pouco resistente, sendo necessário recorrer à construção de
estruturas de suporte e à consideração de materiais com comportamento não linear.
Nos pontos seguintes deste capítulo apresenta-se o problema geotécnico definido. Para a modelação do
maciço utilizou-se o software FLAC 5.0, e, de forma a poder validar-se o modelo, construiu-se uma curva
característica do terreno, comparando-a com a solução analítica apresentada em 2.3.2.
Validado o modelo matemático, introduz-se o problema de identificação de parâmetros, sendo
apresentados e discutidos os resultados.
5.2 Definição do problema
Do ponto de vista geométrico, o problema que agora se apresenta é semelhante ao apresentado
no capítulo anterior, com excepção do raio do túnel. No entanto, considerar-se-á que o maciço é
constituído por um material menos resistente, que terá de ser modelado como tendo um comportamento
elasto-plástico.
O critério de rotura escolhido para modelar o comportamento do maciço foi o de Mohr-Coulomb, tendo
sido escolhidos os seguintes valores para os parâmetros: 1.5 GPa para o módulo de deformabilidade, E,
0.25 para o coeficiente de Poisson, ν, 25 kN/m3 para o peso volúmico, γ, 1 para o coeficiente de impulso
em repouso, K0, 45o para o ângulo de atrito, φ, e, por fim, 100 kPa para o valor de coesão efectiva, c.
O túnel encontra-se a uma profundidade de 400 metros, tendo um diâmetro de 6 metros. O suporte
primário dimensionado para a estrutura corresponde a 20 cm de betão projectado com um módulo de
deformabilidade de 30 GPa e tensão de cedência de 35 MPa. Na figura 5.1, esquematiza-se o problema
descrito.
Considera-se que a técnica de escavação utilizada é do tipo NATM, isto é, o sistema de suporte só é
aplicado após a escavação, a uma distância x da frente. Para o efeito de resolução deste problema, não
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se procurou definir qual a distância à frente de escavação em que o suporte é aplicado definindo-se,
simplificadamente, para essa zona um coeficiente de desconfinamento, λ, equivalente a 0.96.
Figura 5.1: Problema geotécnico definido
5.2.1 Modelo matemático definido
Mais uma vez se considerou, para a modelação do problema em estudo, um estado de tensão homogéneo
na zona envolvente ao túnel. Como o túnel do problema se encontra à mesma profundidade do definido no
capítulo 4, também se estimou para este caso uma tensão vertical de 10 MPa. Utilizou-se a mesma malha
do modelo de diferenças finitas apresentado no capítulo anterior, com a diferença de se ter realizado um
túnel com 3 metros de raio ao invés de 2 metros e a malha estar mais refinada na zona de construção do
túnel. Na figura 5.2 apresenta-se o esquema da malha definida.
Para modelar o efeito do avanço da frente de escavação, na secção transversal em estudo, aplicou-se
pressão nas paredes da abertura que se foi reduzindo gradualmente até se anular, sendo que o valor nulo
corresponde a um valor de distância em que esse efeito estabilizador já não se faz sentir na zona em
análise.
O betão projectado foi modelado recorrendo a elementos estruturais, existentes no FLAC, denominados
de "liners", têm três graus de liberdade (translação em x e y e rotação segundo z) em cada nó, podendo
ser ligados entre si e a nós da malha. Permitem representar estruturas com comportamento elástico
perfeitamente plástico que resistam a momentos flectores [2].
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Figura 5.2: Malha do maciço rochoso (após escavação do túnel)
5.2.2 Comparação dos resultados com uma solução analítica
Numa primeira fase, e antes de se modelar a construção do túnel, utilizou-se o modelo matemático para
definir a curva característica do terreno e comparar com a solução analítica apresentada em 2.3.2 de
forma a validar o modelo criado.
Para se definir a curva característica do maciço é necessário determinar vários valores de deslocamento
radial junto à parede do túnel, à medida que a frente de escavação vai avançando. Para simular o avanço
da frente de escavação foi aplicada uma pressão fictícia na malha, após a realização da abertura do túnel,
na parede do túnel. Reduziu-se o valor dessa pressão, desde um valor igual ao estado de tensão inicial
até um valor nulo, registando os valores correspondentes de deslocamento radial na parede. Estes valores
calculados apresentam-se na figura 5.3 e são comparados com a solução analítica, podendo-se verificar
que apenas o último ponto, obtido da modelação, correspondente à pressão radial nula, não se ajusta
convenientemente à curva teórica. Observa-se nesse ponto uma diferença considerável, correspondente
a mais de 4 cm. Contudo, apenas para pressões fictícias muito baixas é que ocorre este mau ajuste do
modelo. Como para o problema de identificação que se define posteriormente, o maciço rochoso não é
solicitado até à sua capacidade máxima, devido à aplicação de um sistema de suporte, considera-se que
o modelo matemático definido traduz bem o comportamento do maciço rochoso.
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Figura 5.3: Comparação entre a curva característica do terreno obtida da solução analítica e da modelação
5.2.3 Problema de identificação de parâmetros
Como tem vindo a ser frisado ao longo deste documento, uma boa estimativa do estado de tensão inicial
é bastante importante no caso do dimensionamento das obras subterrâneas. Como geralmente a tensão
vertical é de fácil estimativa, apenas se identifica a tensão horizontal (σx), que é um parâmetro de difícil
determinação através de ensaios. A tensão vertical é assumida como conhecida e equivalente a 10 MPa.
Em termos de deformação do maciço, decidiu-se identificar os parâmetros necessários à definição de uma
curva característica do terreno, quando aplicado o critério de rotura de Mohr-Coulomb, nomeadamente,
o módulo de deformabilidade (E), o ângulo de atrito (φ) e a coesão do maciço (c).
Para o presente caso apenas se utilizaram como dados observados valores de deslocamentos, retirados
dos pontos equivalentes a 1, 2 e 3 da figura 5.4. Definiu-se ainda no código do modelo que as as medições
da convergência têm após a instalação do suporte. Tendo em conta que na observação de túneis é possível
medir os esforços no suporte, utilizaram-se valores de convergência de duas fases distintas: uma quando
os esforços no suporte correspondem a metade dos esforços totais finais e outra correspondente à carga
máxima aplicada no suporte (quando a influência da frente já não se faz sentir na secção em estudo).
Esses dados são apresentados na tabela 5.1.
Na figura 5.5 apresenta-se a zona da malha que sofre plastificação, antes da aplicação do suporte, e na
figura 5.6 estão esquematizados os vectores de deslocamento de cada nó do maciço após o equilíbrio da
estrura, ou seja, quando está totalmente solicitada.
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Figura 5.4: Pontos e elementos da malha escolhidos para os valores observados
Tabela 5.1: Valores registados após o cálculo do modelo
Nós
Deslocamentos
Suporte solicitado por Suporte solicitado
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Figura 5.5: Zonas da malha que sofreram plastificação
Figura 5.6: Vectores de deslocamentos
Por último, resta apenas referir algumas simplificações tomadas no cálculo de retroanálise. A distância
à frente de escavação é simulada no modelo da secção transversal em estudo através da aplicação de
uma pressão fictícia na parede do túnel. Como já foi exposto no capítulo 2, a pressão fictícia depende da
distância à frente da escavação e do estado de tensão inicial. Como neste caso se procura identificar a
tensão horizontal, a pressão fictícia altera ao longo das iterações. De forma a calcular convenientemente
o valor da pressão fictícia, deveria ser criado outro modelo matemático, aproveitando a capacidade do
FLAC de possuir a opção de modelo com eixo axissimétrico, em que se estudaria o eixo longitudinal
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do túnel, permitindo definir o verdadeiro valor das pressões fictícias ao longo das iterações. Apesar
do referido, existe ainda outra problemática associada à definição do problema. A expressão 2.16 para
calcular as pressões fictícias considera o estado de tensão hidrostático, mas o cálculo de retroanálise
analisa o problema para valores de K0 diferentes de 1. Definiu-se então no código que as pressões
fictícias são dadas por:




Trata-se de uma simplificação grosseira, contudo para o propósito de testar se o programa de retroanálise
consegue identificar os parâmetros já referidos, considera-se como aceitável.
5.3 Resultados
Neste caso, utilizou-se unicamente o algoritmo genético para resolver o problema de identificação de
parâmetros descrito. Definiu-se que cada geração possui 50 indivíduos, tendo o programa convergido ao
fim de 62 gerações, ou seja, calcularam-se 3100 valores de função objectivo. Como se pode observar
pela tabela 5.2, apenas o valor da coesão ficou um pouco afastado da solução óptima, tendo os outros
parâmetros convergido para soluções aceitáveis para a sensibilidade requerida em termos de parâmetros
geotécnicos.
Tabela 5.2: Estimativa inicial e valor final cálculado
Parâmetro Valor óptimo
Cálculo
Estimativa inicial Valor final
E 1,5 GPa 1 - 3 GPa 1.1 GPa
σx 10 MPa 5 - 15 MPa 9,3 MPa
φ 45 o 35 - 45 o 42,1 o
c’ 100 kPa 50 - 200 kPa 62,4 kPa
Na figura 5.7 apresenta-se a evolução da função objectivo ao longo dos cálculos, em dois gráficos
contendo a mesma informação, mas com diferentes eixos das ordenadas, para se conseguir analisar bem
a evolução da função objectivo para valores mais baixos. Pode-se observar que só depois de 30 gerações
a solução começa a convergir.
Como se verificou que o valor de coesão calculado estava algo afastado da solução óptima conhecida,
decidiu-se definir um gráfico de barras comparando os dados observados com os calculados, de forma a
verificar se existem diferenças consideráveis entre o cálculo e a observação. Na figura 5.8 apresenta-se o
gráfico referido, em que é possível observar que o programa conseguiu aproximar a solução de todos os
dados observados, o que leva a concluir que a função objectivo possui mínimos locais com valores muito
próximos do global ou que o valor dos deslocamentos observados depende pouco da coesão do maciço.
Na figura não se apresentam os deslocamentos ux11, ux12, uy31 e uy32 porque são nulos.
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Figura 5.8: Comparação entre os valores de deslocamentos observados e os valores de deslocamentos calculados
por retroanálise
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Dada a igualdade entre deslocamentos calculados e observados, decidiu-se traçar a curva característica
do maciço a partir dos parâmetros obtidos ("solução calculada") e comparar com a curva característica
definida pelos parâmetros que se sabe que são a solução do problema ("solução óptima"). As curvas
apresentam-se na figura 5.9.
Da figura 5.9, pode-se observar que no intervalo de convergência entre 4 a 6 cm, aproximadamente, as
duas curvas ajustam-se bem, sendo que a grande diferença entre elas ocorre na convergência final da
curva característica, com 19 cm para a curva característica definida pelos parâmetros óptimos e 29 cm
para a curva definida com os parâmetros calculados. Desta figura pode-se retirar que a coesão influência
bastante a capacidade autoportante do maciço, ou seja, o final da curva característica.
































Figura 5.9: Comparação entre a curva característica modelada inicialmente e a curva característica modelada
utilizando os parâmetros calculados por retroanálise
Realizou-se ainda um gráfico apresentando as duas curvas de deslocamentos radiais com a aplicação
do suporte, de forma a comparar os deslocamentos radiais do túnel da solução óptima com os do
túnel definido pelos parâmetros calculados. Esses gráficos são apresentados nas figuras 5.9 e 5.10,
respectivamente.
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Figura 5.10: Comparação dos deslocamentos radiais do problema de identificação, entre o modelo inicial (CC1) e
o modelo definido pelos parâmetros calculados por retroanálise (CC2)
A linha a traço-ponto no gráfico da figura 5.10 corresponde à pressão fictícia em que se aplica o
suporte. A influência do suporte é notória, pois verifica-se que a convergência a partir desse ponto baixa
drasticamente.
Da figura 5.10, verifica-se que as duas curvas são bastante próximas a partir de cerca de 4 cm de
convergência. Estes resultados eram esperados visto se ter observado da figura 5.8 que os deslocamentos
calculados se aproximam dos observados, sendo que correspondem a valores obtidos após a aplicação
do suporte.
5.4 Discussão de resultados
Dos resultados obtidos e apresentados na secção anterior pode-se concluir que a solução obtida do
programa de retroanálise, para o problema de identificação de parâmetros, corresponde a um mínimo
local da função objectivo. Contudo, a análise das figuras 5.9 e 5.10 permite perceber que a solução
se ajusta bem à informação concedida ao programa: os valores de deslocamentos medidos após a
aplicação do suporte. Como a coesão do maciço influencia particularmente a convergência final do túnel
(capacidade autoportante), acaba por não ter uma grande influência na função objectivo no problema
de identificação de parâmetros, já que a aplicação de um sistema de suporte dificulta a convergência do
programa para a solução óptima.
Na figura 5.11 apresentam-se gráficos a variar cada um dos parâmetros do problema de identificação para
estudar a influência que cada um tem na função objectivo. Para cada gráfico variou-se um dos parâmetros
dentro de um intervalo de valores escolhido e manteve-se os restantes constantes, com o seu valor óptimo.
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Figura 5.11: Influência de cada parâmetro no valor da função objectivo
A figura permite concluir que o parâmetro que tem maior influência na função objectivo corresponde
ao estado de tensão horizontal (σx) e também é esse parâmetro que tem uma evolução mais suave sem
existência de mínimos locais perto da solução global.
O ângulo de atrito (φ), apesar de possuir alguns mínimos locais junto ao mínimo global, tem também
uma grande influência na função objectivo, criando poucas dificuldades na sua identificação através de
métodos de minimização potentes, como é o caso dos algoritmos genéticos.
O módulo de deformabilidade (E) possui um intervalo de valores perto da solução global para os quais o
programa de retroanálise podería convergir, visto que nessa gama de valores (1.1 a 1.8 GPa) a variação
da função objectivo é muito pequena. Contudo esse intervalo é reduzido no que toca à sensibilidade deste
tipo de parâmetros, qualquer solução obtida nesse intervalo seria considerada como aceitável.
Por último resta referir como varia a função objectivo com a coesão (c). O programa tem dificuldade
em chegar à solução óptima deste parâmetro visto que este provoca variações muito baixas no valor da
função objectivo (na ordem de 10−3) relativamente aos outros parâmetros.
Com estes resultados, conclui-se que a forma como o problema em estudo está formulado permite
identificar de forma aceitável todos os parâmetros que se pretendeu identificar, com excepção da coesão.
A identificação da coesão necessitaria de outra abordagem. Caso a obra em estudo disponha de um
sistema de observação completo, pode ser escolhido outro conjunto de grandezas observadas mais
sensíveis à variação da coesão do maciço. Poder-se-ia também utilizar como critério de identificação
o método da máxima verosimilhança com informação prévia [8] que permite ter em conta informações
conhecidas, por exemplo, através da realização de ensaios, sobre os possíveis valores dos parâmetros a




6.1 Apreciação global e conclusões
A preocupação principal deste documento prendeu-se com a exposição clara e concisa de uma
metodologia de retroanálise possível de aplicar a problemas de caracterização de parâmetros geotécnicos.
Procurou-se expor algumas bases matemáticas por detrás de todo o processo do programa de retroanálise,
assim como a demonstração prática das capacidades do mesmo, através da aplicação do programa a dois
exemplos.
Reteve-se a importância em estimar o estado de tensão instalado num maciço, para o caso das obras
subterrâneas, dado que este estado de tensão é responsável pelas solicitações a que a estrutura a construir
ficará sujeita, influenciando bastante o seu dimensionamento. Verificou-se ainda que a identificação de
parâmetros associados à deformabilidade e à estabilidade do maciço, tem uma grande importância para
os casos em que o maciço rochoso se encontra muito alterado.
Foi definido um problema de identificação de parâmetros, em que o modelo matemático é regido por um
comportamento elástico linear, tendo-se analisado as potencialidades de alguns métodos de minimização.
Verificou-se, através dos resultados obtidos que os métodos de minimização de Nelder-Mead e de
direcção de descida correspondem a algoritmos mais leves, em termos de esforço computacional,
comparativamente ao algoritmo genético. Procura-se referir que, apesar dos bons resultados obtidos e
apresentados no capítulo 4, pretendia-se que o problema definido trouxesse uma maior dificuldade de
resolução. Um dos objectivos desse problema seria demonstrar o poder de cálculo de alguns métodos de
minimização em relação aos outros, porém todos convergiram para a solução óptima, independentemente
da estimativa inicial definida. Contudo, sabe-se da bibliografia que o algoritmo genético é um método
de minimização mais poderoso. Permite contornar a problemática dos mínimos locais e não necessita
de informação do gradiente, permitindo assim resolver, com sucesso, problemas não lineares. Por essa
razão foi adoptado para resolver o problema do capítulo 5.
O problema apresentado no capítulo 5 permite compreender alguns dos problemas associados à aplicação
de retroanálise. Numa primeira fase é necessário definir um modelo matemático que consiga representar
adequadamente os dados observados. Definido o modelo, é necessário que os parâmetros a identificar
tenham alguma influencia na função objectivo, caso contrário, por muito potente que seja o método de
minimização utilizado, o programa poderá chegar a soluções não representativas da realidade. A análise
feita permite compreender que existe uma grande dificuldade em identificar a coesão do maciço com
sucesso, pois para os dados de observação utilizados, a coesão pouco, ou praticamente nada, influência.
Posto isto, compreende-se que a identificação de um parâmetro depende do modelo e das grandezas
observadas, sendo que estas devem ser sensíveis aos parâmetros a determinar.
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Para os casos em que se utilizem diferentes tipos de dados observados, devem ser utilizados critérios de
identificação que permitam alterar o peso desses dados na função objectivo, como é o caso do método de
Markov.
Verificou-se que para este tipo de problemas, não existe necessidade de utilizar métodos de minimização
com restrições. Os parâmetros a identificar têm dimensões válidas num intervalo de variação contínuo
positivo. Desde que o problema esteja bem formulado, isto é, como o modelo matemático e as grandezas
observadas bem definidas, o programa acaba por convergir para soluções fisicamente aceitáveis.
Considera-se que, de uma forma global, os objectivos apresentados no capítulo 1 foram cumpridos.
6.2 Perspectivas para aplicações e desenvolvimentos futuros
Devido às grandes potencialidades que a aplicação de retroanálise tem no cálculo de parâmetros
geotécnicos, propõem-se alguns desenvolvimentos que se poderiam realizar ao programa criado e
aplicações futuras.
Para casos com comportamento elástico, em que se recorre a métodos de minimização que necessitam
utilizar a informação do gradiente da função objectivo, aplicar o método da diferenciação directa, exposto
em [22] e [8]. Esta metodologia, comparativamente ao recurso a diferenças finitas centradas, permite o
cálculo de um valor de gradiente mais preciso, sendo necessário apenas um cálculo adicional por cada
parâmetro a estudar.
De forma a avaliar as verdadeiras capacidades do programa desenvolvido, propõe-se à resolução de
um problema de identificação de parâmetros através do recurso a dados de observação obtidos da
instrumentação de uma obra. Para tal deve ser implementado, no programa de retroanálise, uma função
objectivo que permita avaliar a distribuição dos erros associados à observação.
Quando se recorre à metodologia de convergência-confinamento em maciços rochosos é usual utilizar
o critério de rotura de Hoek-Brown ([35] e [5]). Seria interessante realizar a modelação do problema
apresentado no capítulo 5 com este critério de rotura.
Propõe-se também a resolução de um problema de identificação de parâmetros em que o código do
modelo matemático é definido com recurso ao programa MATLAB R2010a, tornando o processo de
cálculo do programa de retroanálise mais rápido, dado que é a utilização de software exterior ao MATLAB
R2010a que torna o cálculo mais pesado.
Por último, propõe-se a utilização do programa para casos geotécnicos fora do âmbito das escavações
subterrâneas, como por exemplo, taludes e fundações de barragens de aterro, identificando parâmetros
mecânicos e hidráulicos.
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